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5.3. Indici di variabilita

5.3.1. Intervalli di variazione

Sostituire una distribuzione con un valore medigr, guanto esso possa esserne rappresentativo,
causa comunque una forte perdita di informazionerida percid necessario trovare strumenti che
esprimano in modo sintetico qual é I'attitudine detattere studiato ad assumere modalita differanti
variare. La variabilita, d’'altronde, & una carastiza della realta. La ragion d’essere della stigh sta
proprio nella variabilita dei fenomeni e nel consegte tentativo di esprimerla e spiegarla.

Per i caratteri quantitativi, la piu semplice misuii variabilita € la differenza fra il valore mass
e il valore minimo presentato dal carattere. Essadicata con V ed & chiamata campo di variazione.
Rispetto alla distribuzione unitaria, g8 € il minimo e&(n) € il massimo valore delle modalita, si ha:

V=E&m—&y-

L'intervallo compreso fra min(X) e max(X) contiertatte le n osservazioni, mentre la sua
ampiezza V esprime la differenza massima fra dueafita osservate. V € sensibile alla eventuale
presenza di osservazioni anomale. Rispetto adlgiltlizioni unitarie contenute nella tabella 1 tieme
rapidamente che il campo di variazione del votmadiurita & V=60/60-36/60=24/60.

Tab. 1 - Studenti presenti alla lezione di stiztistiel 6-10-1994
per voto alla maturita

Voto alla maturita
36|37|38(40|41|42|43|44|45|46|48(50|51|52|53|54(55|56|57|58|60(n.i| Tot.

N'.518821218236818171315171109
studenti

Rispetto alla distribuzione di frequenze espressgassi, il calcolo di V pud presentare difficolta
se la classe iniziale e finale sono aperte. Pelaoaa tali problemi si pud costruire un intervatlee non
dipenda dai dati che si trovano in posizione esdrgdtcorre percio riferirsi a valori caratteristiciterni
allintervallo &1y H &g . In particolare si possono utilizzare i quarti}; e Q; e costruire V, la

differenza interquartile:
Vi=Q3-Q
Lintervallo Q; Q3 , per la definizione dei quartili, non contieneeno del 50% delle
osservazioni, mentre negli intervaliyy - Q; e Qg &, al massimo vi sono rispettivamente il 25%

delle unita.

| calcoli gia effettuati per ottenere i quartiliricg 5.2.3) consentono di ottenere rapidamente i
valori di V;.

Rispetto al voto alla maturita si ha: V1= 54,5/6060= 12,5/60.

Fra 42/60 e 54,5/60 cadono non meno del 50% dsbBergazioni (in effetti, controllando sulla
tabella 15, I'intervallo contiene il 52,8% degludenti).

Rispetto alla statura delle studentesse, si ha:dm (169,81-161,62)=cm 8,19
I'area dell'istogramma delimitata da, @ @ (cfr. Fig. 1) & pari esattamente al 50% dellaritiszione.

5.3.2. Scostamenti medi

5.3.2.1. Concetti e problemi di calcolo
Gli intervalli di variazione sono costruiti con fiaolari valori caratteristici osservati. Si pud
invece richiedere che la variabilita venga espredsazando tutte le n osservazioni. Si considari
seguente distribuzione unitaria dei voti riportdfiesame di statistica da 10 studenti:
28 21 24 24 20 25 27 27 24 24,
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Come gia messo in evidenza, si pud sintetizzardidaibuzione calcolando il voto medio. Si
ottiene cosi:

_20+21+ 24 4 25 27 2 28:244
10
24,4/30 compensa nel collettivo i voti alti e gqubkssi, ma ogni unita differisce da questo valore
fittizio, non fosse altro perché, come voto di esa@,4 € inesistente, essendo i voti espressiaseala
numerica formata dai numeri interi da 1 a 30.
Rappresentando i voti come punti su di un segmentbguale viene indicata anche la media
aritmetica, la diversita fra ciascun vdoe u € indicata da un segmento (Fig. 1).

Fig. 1 - Distribuzione degli studenti secondo itovaiportato all’esame di statistica
e rappresentazione degli scarti dal voto medio

Cio che interessa per esprimere la variabilita stumwgue le n quantit&g; -ud. SeXk; -u= 0, per
tutti gli i, non vi & variabilita, mentre quantoidie diversital¥; -u0 sono grandi, tanti piu i valo& sono

lontani dap e il carattere € variabile. Come misura di valitbbsi pud pertanto proporre una media di
potenze di ordine r delle differenze in moduky -uCl.

Per r=1, si ha lo scostamento semplice medio da#dia aritmetica (@ che per distribuzioni
unitarie ha I'espressione:

n
D - ul
—di=1 ;

n

Su

e per le distribuzioni di frequenze é:
k k

Z|Xt‘ | B, Z|Xt‘u|@t
= _Z|Xt u|f_t1

Per r=2 si ha la media quadratica degI| scostaméenttal modo si “valorizzano le diversita
grandi”, mentre “penalizzano le diversita piccoled misura proposta é lo scostamento quadraticaaned
dalla media aritmetica che per distribuzioni unét@r espresso da:

Per distribuzioni di frequenze si ha:
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Se anziché sintetizzare la distribuzione pasi usa la mediana m, si possono calcolare le sitger
[&; -mC. Per misurare la variabilita, in questo caso,usi ptilizzare lo scostamento semplice medio dalla

mediana §,). Esso, per distribuzioni unitarie, € espresso da:
D J&-m|
— i

Sm -

Per distribuzioni di frequenze si ha:

2 xe-m| 2 Ixe-m|
—t—: - :t—
Sm = - Zt:|xt m | O 150 .

Il calcolo degli scostamenti medi non pone probldingdalcolo nuovi rispetto a quelli gia affrontati
per la media aritmetica.

a) Distribuzione unitaria

Si voglia calcolare la variabilita della distribane dei voti di 10 studenti all’'esame di statistica

28 21 24 24 20 25 27 27 24 24,

utilizzando §, o e S,
Il voto medio della distribuzione 24 4, la mediana é 24.
E opportuno disporre i calcoli nel modo seguente:

Tab. 2 - Prospetto per il calcolo dj,® e S,
Distribuzione unitaria

Voto
all'esame dif| ¢; . 2|1 e
statistica | 8i-24,4| | (Ei-24,4?|| &i-24]
&
20 4.4 19,36 4
21 3,4 11,56 3
24 0,4 0,16 0
24 0,4 0,16 0
24 0,4 0,16 0
24 0,4 0,16 0
25 0,6 0,36 1
27 2,6 6,76 3
27 2,6 6,76 3
28 3,6 12,96 4
Totale 18,8 58,4 18

Si ha pertanto:
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S, indica che mediamente nella distribuzione un wdifferisce dalla media aritmetica dil,88. o,
“potenziando” gli scarti grandi e “sminuendo” i padi, informa che un voto differisce dalla media
aritmetica di+2,42. S, invece, indica che mediamente un voto differidalla mediana di-1,8. Tutte le
misure di variabilita sono espresse in 30-esimi.

b) Distribuzione di frequenze per un carattererdigccon modalita espresse singolarmente

La distribuzione unitaria del voto all'esame ditistaca dei 10 studenti, gia trattata al punto a),
pud essere trasformata in distribuzione di freqeebz tale distribuzione sono gia state calcolatmédia
aritmetica e la mediana. Per determinaje e S, € opportuno predisporre i calcoli nel prospetto
seguente:

Tab. 3 - Prospetto per il calcolo dj,® e S,
Distribuzione di frequenze

Voto
all'esame djFrequenzi| , _ _ 2|y _ _ _ 2 _
Statisticn \ Ix—24.4] | (x—24,97|| x—24| || x~24,4] n| (x—24,9°n || x—24] n,
Xt
20 1 4,4 19,36 4 4.4 19,36 4
21 1 3,4 11,56 3 3,4 11,56 3
24 4 0,4 0,16 0 1,6 0,64 0
25 1 0,6 0,36 1 0,6 0,36 1
27 2 2,6 6,76 3 5,2 13,52 6
28 1 3,6 12,96 4 3,6 12,96 4
Totale 10 18,8 58,4 18
Si ha pertanto:
188
,=——=1,88
S 10
0=1/&1 =2,42
10
18
=—=1,8.
S 10

Le misure di variabilita assumono, ovviamente,stgissi valori gia ottenuti per la distribuzionetana,
con gli stessi significati.

c) Distribuzione di frequenze rispetto ad un daratcon modalita espresse in classi

Si riprenda ora la tab. 4, che si riferisce alkdribuzione degli studenti universitari per classe
voto alla maturita e si calcolino le misure di edilita S, ec.

Tab. 4 - Studenti presenti alla lezione di statistiel 6-10-1994
per classe di voto alla maturita
(prospetto di calcolo della media aritmetica)

Classe divoto| n %:tx N X
36 5 36 180
37143 32 40 1.280
44154 44 49 2.156
551459 10 57 570
60 17 60 1.020

Totale 108 5.206
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E’ necessario, anche in questo caso, ricorrerealarivcentrali di ogni classe. | calcoli si dispamno
come nella tabella che segue.

Tab. 5 - Prospetto per il calcolo dj &o
Distribuzione di frequenze per carattere con meaalpresse in classi

Classe divotd n, | x [l x-48,20 n|(x-48,20°n,
36 5 36 61 744,2
3743 32| 40 262,4 2.151,68
441154 44| 49 35,2 28,16
55459 10| 57 88 774,4
60 17 60 200,6 2.367,08
Totale 108 647,2 6.065,52
Si ottiene pertanto:
647,8
=—'"=6
S 10¢

o :1/ 6065 52:7,49.
108

Se anziché operare sulla distribuzione di freqaeesiZosse operato sulla distribuzione unitaria, i
valori di §, e o sarebbero stati diversi, poiché la distribuziomitawia e quella di frequenze danno
informazioni diverse, e la costruzione delle claghiice I'informazione e quindi la variabilita. &ffetti,
rispetto alla distribuzione unitaria, si ha:

S,= 6,88

0=17,8.
Entrambi gli scostamenti sono stati calcolati teleepresente che la media del voto alla maturitélie
distribuzione & 48,39.

5.3.2.2 Proprieta degli scostamenti medi. Relazioabn la media aritmetica
Per la proprieta dei valori medi potenziati di oelr di crescere al crescere dell'ordine, fra lo
scostamento semplice medio dalla media aritmetlosseostamento quadratico medio dalla stessa media
vale la relazione:
S“ <ao.

Poiché inoltre si pud dimostrare che lo scostameeioplice medio dalla mediana gode della
proprieta di essere il minimo fra tutti gli scostarti semplici al variare del valore medio di rifeanto,
fra gli scostamenti medi introdotti vale la relamo

Sm <§,S0.

Il rispetto della diseguaglianza indicata e vealfite rapidamente negli esempi sviluppati nel
paragrafo precedente.

Fra gli scostamenti proposti € il piu grande, eppure € la piu utilizzata e i pota misura di
variabilita. A giustificazione di cid va tenuta peste I'importante proprieta dello scostamento catamb
medio dalla media aritmetica di essere il mininedli scostamenti quadratici da qualsiasi altroniee
di riferimento. La prova della proprieta é rapi@&a h un qualsiasi termine di confronto per le nfitéla
del carattere, lo scostamento quadratico d&syt),(in distribuzioni di frequenze, & espresso da:

Operando, per semplicita, sul quadrato dello sowstto si ottiene:
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t t

2 2
2 () e+ 2u=h) Y (x-p) G+ (-h)
t t
Nell'ultimo termine dell'uguaglianza, il doppio piotto si elimina per la proprieta della media

aritmetica di annullare la somma degli scarti ecjgesi ha:

25r21 =Z(Xt—u)2ft+(u-h)2,
t

?Sh =0 +(u- 1>,
In tale relazione I'unico termine che dipende d& {u -h)Y2 che si annulla pep = h, percio il
minimo di?s,2 & o?.
La media aritmetica, che rende nulla la somma degditi € minima la somma degli scarti al
quadrato, puod percio essere intesa come il migkwametro di centralita @ come la migliore misura di
variabilita corrispondente (va perd osservato ébe&wero in ordine 2, I'ordine della geometria l@ea).

Lo scostamento quadratico medio si pud esprimeligzaindo i valori medi potenziati di ordine
r=1 ed r=2. E’ infatti:

Z(xt—u)znt
0% = n :Z(Xt-u)zft:ZX?ft-ZuDZthﬁuzzft=th2ft—2u2+u2=zxt2ft—u2
t t t t t t

o=M3-p?,

dove M, & la media quadratica della distribuzione g & il suo quadrato. Si dice percid che lo
scostamento quadratico medio dalla media aritmetida radice quadrata del quadrato della media
guadratica meno il quadrato della media aritmeti@aesta proprieta € utilizzata per il calcolooded &
quella adottata, ad esempio, dalle calcolatricidbgi per ottenere lo scostamento.

La traslazione dell’origine non modifica lo scostrto, infatti non modifica la posizione reciproca
dei punti sul segmento (cfr. Fig. 1). Una traslagidn x, trasforma ciascuna modalita in % x,, lo

scostamento quadratico medio dalla media aritmeliétia scarto trasformatd) diviene allora:

Z[Xt+xo—(u+xo)]2nt Z(xt-u)zm
t =1/t
n n
La variazione dell'unita di misura influisce suBoostamento. Una variazione dell’unita di misura
trasforma X in ¢ %, con ¢ positivo, di conseguenza, con riferimerim scostamento della distribuzione il

cui carattere ha mutato unita di misura)(si ha:

Z(CXt—cp)zn Z(Xt-u)zm

t S
n n

Per effetto di una trasformazione lineare la madayj diviene: cx + x, e lo scostamento del
carattere trasformato linearmenje)(diviene:

22 =3 (-2 4= (e -mru- 2= [(x-n)+ (- B § =

ossia:

ossia:

00 = =0.

mO =

|O=C0O.
Rispetto a quella particolare trasformazione lirechie & la standardizzazione, che come detto fa

Xt _H

Xt — . . . . .
assare daya t~H =z,, essendo immediato scriverg =— —— , per la relazione precedente, si ha
t o o
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o : : . : . .
(0 =—=1. In conclusione la standardizzazione di un camtguantitativo consente di ottenere una
o

nuova distribuzione di media 0Oe=02 =1.

5.3.2.3. Varianza e devianza

Lo scostamento quadratico medio dalla media arit@ét stato indicato cam 1l suo quadratag?,
e detto varianza (Var). A sua volta il numeratogladvarianza & noto come devianza (Dev). E’ oppart
esplicitare le relazioni indicate. Si ha:

5 Z(Xt-u)zm
o@m\/?t -

2%
t

n

Segue anche che:

_“2'

o2 =Var= M%—pzz

e quindi:
Dev= nVar= ro? =Z )f n- rp12.
t

Per modificazioni dell'unita di misura la varianga? diviene: 02 = c¢? 2, ed analogamente per

trasformazioni lineari la varianza della distribarze il cui carattere é stato trasformato diviene:
02=c2202.

5.3.2.4. Informazioni sulla distribuzione fornite calla conoscenza dju eo

Come si € gia osservate,.e una sintesi di n osservazioni del carattere tifatimo X effettuate su
un collettivo di n unita statistiche. Riferendosrppsemplicita alla distribuzione unitaria e poneneo
osservazioni su di un segmento avente per es&@;‘r&d &ny M € un punto deII’intervaIId(l)HE(n). o,

invece, lunghezza media - in termini di media qatida - dei segmengj | e pui &; , € rappresentabile

con un segmento che ha un estremp @l'altro inu+c o in - 0. Noti 4 e g, Si pud percio costruire un
intorno di p di ampiezza &, con k positivo, in modo cheg; - pikko oppure(X; - U= ko. Nota la

distribuzione del carattere X, la frequenza assotutrelativa con cui si presentano osservazioni che
rispettano I'una o l'altra diseguaglianza si otieimmediatamente e con esattezza. Cosi rispeto all
distribuzione degli studenti per voto alla matu(teb. 1) si trova chp=48,39/60, mentre & 7,8/60.
Posto k=1,4 si ha:
23
fref|¢, -48,39< 1,407 8 = 1 TR

dove con la notazione freq si indica la frequergativa. Si pud percio dire che il 79% degli
studenti ha un voto di maturita che appartienéngdifvallo 37,4759,31.

Quando la distribuzione non €& nota, un problemdogoaviene risolto, per k>1, grazie alla
diseguaglianza di Bienaymé-Cebycev. In questo das@yvia, la mancanza di informazioni sulla forma
della distribuzione, non consente piu di ottenerme soluzione un unico valore, bensi un intervello
valori plausibili per la frequenza relativa cercata diseguaglianza di Bienaymé-Cebycev con riferita
alla distribuzione del carattere X dice che per:k>1

freq{|<‘i -1 = ka} < k_12

€ pertanto:

freq{|{i -4 < ka} = 1—k—12.
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Per la prima diseguaglianza le osservazioni nogriet all'intorno dip di raggio ko sono tutt'al
pitl 1/k2. Poiché la risposta individua I'intervallg-Q1/k2, tanto piu il rapportd/k2 & piccolo, tanto pid
alto e il valore, I'importanza, dell'informazionétenuta.

Per la seconda diseguaglianza le osservazionntli'intorno di p di raggio lo sono almena-
1/k2 . Poiché la risposta fornisce I'intervalle1/k? 1, 'informazione ottenuta & tanto migliore quanto
piti 1-1/k2 & grande.

Se rispetto alla distribuzione degli studenti paetowdi maturita si ammette di sapere solamente che
p=48,39 ec=7,8, posto k=1,4, si pud calcolare qual'e la femga minima delle osservazioni interne
allintervallo 37,4759,31. Si ottiene cosi che la frequenza cercatq18#114)=0,49, percio la frequenza
effettiva appartiene all'intervallo 0,491. Tale intervallo comprende in effetti il risubbat
precedentemente ottenuto sulla distribuzione oaserv

Da quanto detto emerge che quanto piu si considerpiccolo intorno diy, tanto piu &€ ampio
l'intervallo che contiene le frequenze relative leledbsservazioni non interne all'intorno e ridottal &
valore dell'informazione ottenuta (inoltre non ésisisposta per k=1). Al contrario, quanto piuttimo
di p e grande, tanto meno frequenti sono le osserviamimm interne all'intorno, e quindi l'intervallo
fornito come risposta € piccolo e il valore deftirmazione ottenuta & grande.

5.3.2.5. Coefficiente di variazione

In base alle considerazioni fin qui svoltesi pud intendere come una misura del rischio deve
i valori rilevati allontanarsi dalla loro media. [€arischio & tanto piu alto quanto pmié “grande” e
viceversa. Resta da capire come fare a misuratgréamdezza” dio. In effetti o dipende dall’ordine
medio di grandezza del carattere, ossia dalla m&diaad esempip € dell'ordine delle unita, non ci si
attende che sia dell'ordine delle migliaia; cosi come|s& dell'ordine dei milioni, non ci si attende che
o sia dell'ordine delle decine. Utilizzangocome unita di misura di si ha il coefficiente di variazione.
Esso espresso nella forma di percentuale e:

c=%100
U

L'indice ha il minimo in O - che si realizza se@asse le unita presentano tutte la stessa mogdalita
diversa da 0 - ma il suo massimo non é definit@s@rimec come percentuale rispetto alla media ed &
adimensionale. Fra due distribuzioni con lo stessquella meno variabile & la distribuzione cpn
maggiore.
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